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НЕЛИНЕЙНОЙ ФИЛЬТРАЦИИ В ПЛОТИНЕ1 
Абушов О.Г. , Лапин А.В. 
НИИ математики и механики им. Н.Г. Чеботарёва 
Казанского государственного университета 
1. Рассмотрим задачу фильтрации воды под действием силы тяжес­
ти через плотину, представленную областью n. Считаем, ЧТО плоти­
на на горизонтальном непроницаемом основании разделяет два водных 
бассейна с высотами Н1 > Н2:;:: О . Пусть напор и(х) и скорость фильт­
рации ii(x) связаны нелинейным законом фильтрации 
ii(x) = -k(j\i'uj 2)\i'u, 
где k удовлетворяет при всех х Е n, ( Е R2 следующим условиям : 
1°. функция k(j(j2)(;, i = 1, 2, непрерывна; 
2°. существуют производная k' ( IEl2} и такие постоянные М и m, что 
о< т ~ 2k'(l(l 2Жl2 + k(IEl 2) ~ м. 
Функция и( х) является решением краевой задачи в а priori неизвестной 
области Фильтрации n с П: 
divii(x) = О , х Е П; и(х) = Н1,х Е Г1; и(х) = Н2,х Е Г2 ; 
ii · v(x) = О,х Е Г(<р) UГNi и(х) = х2,х Е Г(<р) UГ(а} ; 
1 Ра6ота выполнена при финансовой псщдер)l(J(е РФФИ , проекты 96-01-00123 и 98-01-00200. 
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v · ii(x);::: 0,х Е Г(ст). 
Здесь Г1 u Г2 u Г(ср) u Г(ст) u ГN = an, кривые Г1, Г2 и ГN - известные 
участки границы дfl, Г(ср) и Г(ст) -неизвестные (депрессионная кривая: 
и участок высачивания:), ii(x) - единичный вектор внешней нормали 
к дfl. Участок высачива.ния: Г(ст) я:вл.я:етс.я: частью f(a) границы an 
(низовой откос плотины), которая задается: уравнением х2 = ст(х 1 ) с 
непрерывной монотонно убывающей функцией ст. 
Аналогично работам (1), (2), где изучена задача о плотине с ли­
нейным законом фильтрации, будем формулировать рассматриваемую 
задачу в области с неизвестной границей как проблему оптимального 
управления этой областью . Пусть 
ГN = {(х1,О): О< х1 < с},f'(ст) = {х2 = ст(х1): с1 < х1 <с}, 
Г(<р) = {х2 = а(х1): Х1 Е (О,Ьа)} , 
Г(ст) = {х2 = а(х1) = ст(х1): Х1 Е (Ьа 1 с)}, 
Иаd = {а(х1) Е С(О,с]: а(О) = Н1,а(с) = Н2; 
Н1 ;::: а(х1) ;::: Н2 при х1 Е [О, с); 
а(х1) ~ ст(х1) при Х1 Е (с1 , с)}. 
Дл.я: фиксированного а Е Иаd сформулируем краевую задачу состояния 
в области Ща): 
divv(x) = О,х Е Ща); и(х) = Н1,х Е Г1; и(х) = Н2,х Е Г2 ; 
и(х) = х2, х Е Г(а); v · ii(x) = 0, х Е ГN . 
Остальные условия на Г( <р) и Г( ст) включим в функционал цели 
1 JE(a) = Jo(a) + -J1(a), 
t: 
(1) 
Jo(a) = ~гL) (~~(а)) 2 dГ, J1(a) = ~i) (l~~(a)]+) 2 dГ, (2) 
где и(а) - решение задачи (1), t: >О. Задача оптимального управления 
состоит в минимизации J(a) на Uad. Пусть для фиксированного а Е Uad 
определено множество 
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с функцией Ф = {Н1 на Г1; х2 на Г(а); Н2 на Г2}. Задачу (1) заменим за­
дачей отыскания седловой точки модифицированной функции Лагранжа 
на VФ(а) х LНЩа)) х LНЩа)) : 
q• L(u,q,5:)=~ j jk(t)dtdx+~ / 1Vи-ql2 dx+ j 5.(Vu-q)dx, (3) 
fl(a) О fl(a) fl(a) 
q2 = q · ij, r = const > О. 
Тогда функционал цели примет вид 
(4) 
2. Аппроксимируем задачу оптимального управления сеточной схе­
мой, считая, для простоты, область О полигональной . Пусть О= а0 < 
а1 < ... < an = с - разбиение отрезка [О, с) с шагами ан1 - а; $ h, фик­
сированное для всех а Е Иаd · Проводя вертикальные линии через точки 
этого разбиения до пересечения с Г( а) и разбивая каждый отрезок на 
m частей (с шагами $ h), получим множество точек сетки, по кото­
рым строим триангуляцию T(h,ah)· Пусть И~ = {ah(x1) Е С[О, 1) : 
ahl[щ ,a,нJ Е P1,ah(O) = H1,ah(c) = Н2,Н1 ~ ah(x1) ~ Н2 при Х1 Е 
[О, с); ah(x1) $ ah(x1) = а(х1) при Х1 Е [с1, с]}, где Р1 - пространство 
полиномов первой степени. В дальнейшем считаем, что триангуляция 
T(h, ah) непрерывно зависит от ah Е u:d, т. е. бесконечно малым изме­
нениям координат узлов ah(x1) соответствуют бесконечно малые изме­
нения координат узлов триангуляции. Определим следующие сеточные 
пространства и множества: 
Vh = {uh Е C(n(ah)): uh Е Р1 VЛ. Е T(h,ah)} , 
VhФ = {uh Е Vh: иh(х) = Ф(х) на Г1 U Г(аh) U Г2}, 
wh - пространство кусочно-постоянных функций на треугольниках 
л. Е T(h, ah) · Пусть размерности пространств таковы: dim Wh = k , 
dim Vh = р > k, dim VhФ = Ро < р. 
Сеточная задача оптимального управления состоит в отыскании 
(5) 
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с функционалом цели 
1 ! (- 2 1 ! [- ]+)2 Jch(ah) = 2 Л1-. · vh) dГ + 2€ ( Лh · vh dГ, Г( 'l'n) Г ( D'n) (6) 
где >.h определяется как :компонент седловой точки сеточной функции 
Лагранжа на VhФ х Wl х Wt: 
q• 
- 1 ! 1· т ! 2 Lh(uh ,Qh, Лh) = 2 k(t)dtdx + 2 j\i'uh - iihl dx 
!l(аь ) О (}(<>• ) (7) 
+ j Лh(\i'uh - Qh)dx . 
!l(аь ) 
Далее обозначим через и Е .RP,q(i),).(i) Е Rk , i = 1,2, векторы узловых 
параметров функций uh(x) , qii)(x) , Л~') (x) соответственно , а также по­
ложим и= (и0 ,Ф), где u0 Е R'Po, Ф - значения Ф(х) в узлах сетки на 
Г1 U Г(аh) U Г2 . Введем в рассмотрение следующие матрицы: 
А - матрица жесткости с элементами 
a;j = j V'B;(x)V'Bj(x)dx, i = I,p, j = 1 , р; 
11.(щ) 
М - диагональная матрица масс с элементами 
m;; = j dx i = 1,k; 
Л; 
D1 - матрица с элементами 
1 ! f)(}j dij = ох1 ф;(х)dх , flь(<>• ) l=l , 2, i =r;k, j=l ,p; 
А= Ao+A1 , D1 = D1o+D11, где Ао и D10 -квадратные матрицы размера 
Ро х Ро (левые верхние блоки соответствующих матриц), {B;(x)}f=1 и 
{ф;(х)}7= 1 - базисы vh и wh соответственно . 
В дальнейшем евклидово скалярное произведение в конечномерном 
пространстве векторов обозначим через ( ·, ·), размерность пространства 
будет ясна из контекста. Тогда лагранжиан (7) может быть записан в 
следующей форме: 
- 1 ( q
2 
] т т Lh(Uh, q, Л) = "2 М [ k(t)dt, 1 + 2 (Аи, и)+ 2(Mq, q) (8) 
2 . 2 . --т .Е (D;u, q') + Е (D; и, Л') - (МЛ, q). 
•=1 •=1 
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Пусть re - звено ломаной линии Г(о:h) · Поскольку 5.h(x) и вектор 
нормали iih(x) постоянны на каждом ге, то сеточный функционал цели 
имеет вид 
где 
J(o:) = Jc,h(o:h) = Е mesГ"p1(5.hiii;), 
Г'~Г(аh) 
{ 
ls2 , r• ~ Г(lf'h) i 
Pe(s) = ~(s+)2 , ге ~ Г(аh) · 
(9) 
Таким образом , состояние задачи определяется седловой точкой лагран­
жиана (8), а целевой функционал имеет вид (9). Теперь задача (5) эк­
вивалентна следующей: 
где 
найти о:• Е И такое, что J(o:•) $; J(o:) для всех о: Е И, (10) 
И= {о: Е яn+i: Н1 ~о:;~ Н2, Vi; о:о = Н1; o:n+1 = Н2; 
а;~ а; для i, соответствующих узлам на [с1 ,с]} . 
Пусть теперь 
w = w(o:) = (uo,q(1J,q(2>,>YJ ,л(2 ) )т, 
F = F(o:) = (-rА1Ф, rD11Ф, rD21Ф, -DнФ, -D21Ф)т , 
Е1 = Е1(0:) = diag(O,M,M,0,0),Gw = (O,k(x,q2)q(1J,k(x,q2)q(2J, o,O), 
1 
r Ао -r Dfo -r Df0 Dio Df0 1 
-rD10 rM О -М О 
Ео = Ео(о:) = -rD20 О rM О -М . 
D10 -М О О О 
D20 О -М О О 
Тогда стационарная точка функции Лагранжа (8) является решением 
системы 
Eo(o:)w + E1(o:)Gw - F(o:) =О. (11) 
Теорема 1. При любом о: Е И существует единственное решение 
задачи {11) . 
Теорема 2. При любом h > О существует решение задачи опти­
мального управления {5)-(7), т. е. рещение о:* Е И задачи {10). 
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3. Рассмотрим вопрос вычисления градиента функционала J,(a) для 
использования известных методов решения задачи оптимизации (10) . 
8F 8Ео 8Е1 Частные производные Ва; (а), Ва; (а) и да; (а) определяются ана-





для i, соответствующих треугольникам л., 
не имеющим стороны на Г(<р11 ) U Г(аh); 
для i, соответствующих треугольникам л., 
имеющим стороны r• наГ(~рh); 
~ mes Ге ( Л"v0 )ve ДЛЯ i, соответствующих треугольникам Л" 
€ 1 'J 'J 
имеющим стороны re наГ(аh), 
где i = 1, ... , k; j = 1, 2. 
Рассмотрим вектор с = (О, ... , О, с1 , с2 ) размерности Ро + 4k и опреде­
лим сопряженное состояние р Е RPo+4k для задачи оптимального управ­
ления как решение системы 
Ео(а)Р + E1(a)G' (и(а))Р =С, (12) 
где G'(u) - производная Гато оператора G. 
Теорема З. Частные производные от функционала J,(a) задают­
ся равенствами 
д дF дЕо дЕ1 . да; J(a) = Io(a)+(P, да; (а)- да; (a)w(a)- да; (a)Gw(a)),i = 1, ... ,п, 
где Р - решение задачи (12). 
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К ЗАДАЧЕ ОБТЕКАНИЯ ПРОНИЦАЕМОЙ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ПОВЕРХНОСТИ 
ПОТОКОМ НЕР АВНОВЕСНО 
ДИССОЦИИРУЮЩЕГО ГАЗА 
Бильченко Н.Г. 
Казанский государственный технический университет 
В 1960 г. А.А.Дородницын предложил обобщенный метод интеграль­
ных соотношений и применил его к решению уравнений погранично­
го слоя (1). Особенностью этого метода является то, что он позволяет 
быстро получить решение задачи на ПЭВМ с необходимой степенью 
точности . Несмотря на то, что он требует большой предварительной ра­
боты по составлению системы аппроксимирующих обыкновенных диф­
ференциальных уравнений , этот метод получил широкое распростра­
нение в инженерной практике при расчете аэродинамических характе­
ристик плоских и осесимметричных потоков сжимаемого газа [2 ,3,4] и 
трехмерного пограничного слоя [5). 
В настоящей работе дается вывод интегральных соотношений для 
системы уравнений ламинарного пограничного слоя неравновесно дис­
социирующего воздуха на проницаемой цилиндрической поверхности , а 
также приводится аппроксимирующая: система третьего приближения 
для рассматриваемого случая:. 
1. Вывод интегральных соотношений. Система уравнений, 
описывающая случай неравновесной диссоциации , имеет вид [6) : 
ди ди dp д ( ди) ри дх + pv ду = - dx + ду µ ду ' 
д д дх (ри) + ду (pv) =о, 
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